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Zastosowanie hierarchicznej estymacji
bayesowskiej w szacowaniu wartosci dochodow
ludnosci w powiatach

Metody estymacji parametréw na poziomie matych obszaréw sa zwykle sto-
sowane w przypadku, gdy konieczne jest wyznaczenie szacunkow na podstawie
badania reprezentacyjnego, jednak nie dysponuje si¢ proba o dostatecznej wiel-
kosci. Powoduje to wzrost wartosci bledow szacunku. Wtedy zachodzi potrzeba
tzw. ,,pozyczenia mocy” (borrow strength).

Pod pojeciem ,,maly obszar” mozna rozumie¢ mate jednostki administracyjne
(np. powiaty) lub specyficzne grupy wyodrebnione z populacji (np. grupy socjo-
ekonomiczne), dla ktorych liczebno$¢ proby nie jest wystarczajaca. Problem ten
moze dotyczy¢ tez tzw. cech rzadkich, ktore sa obserwowane duzo rzadziej
i przez to ich szacunki, ktore sa odpowiednie dla cech powszechnych (np. dla
wojewddztw), nawet w skali moga nastrgczac trudnosci. Przyktadem takiej ce-
chy moze by¢ szacunek wartosci dochodu na osobg z zasitkow dla bezrobotnych
wyznaczany dla powiatow. Gdy jest on szacowany dla wojewodztw z Badania
budzetow gospodarstw domowych (BBGD), wzgledny btad szacunku bywa nie-
kiedy dos¢ duzy i moze nawet przekracza¢ 20%. Zastosowanie w takim przy-
padku metod szacunkéw dla matych obszaréw moze by¢ zasadne.

Metodologia szacowania parametréw dla matych obszaréw jest systema-
tycznie rozwijana juz od lat 80. ub. stulecia. Powstato kilka szerszych opra-
cowan, rowniez w postaci monografii, ktére ujmuja te zagadnienia w do$¢ wy-
czerpujacy sposob. Wspomnie¢ tutaj mozna ksiazki J. N. K. Rao (2003) oraz
N. T. Longforda (2005). Rowniez w polskiej literaturze dostgpne sa opracowania
zawierajace omowienie zagadnien estymacji dla malych obszarow, w tym
opracowania: Cz. Brachy i in. (2004); Cz. Domanskiego, K. Pruskiej (2001);
E. Gotaty (2004); T. Zadlo (2008).

Zagadnienia estymacji dla matych obszarow byly tez przedmiotem wielu konfe-
rencji naukowych. Wspomnie¢ tutaj mozna jedna z konferencji na ten temat, ktora
odbyla si¢ w 1992 r. w Warszawie (Kalton i in., 1993) oraz cykl konferencji Small
Area Estimation, ktore odbywaja si¢ cyklicznie co 2 lata. Poczawszy od 2005 r. od-
byty si¢ kolejno: w 2005 r. w Jyvéskyld w Finlandii (http:/www.stat.jyu.fi/sae2005/
/index.html), w 2007 r. w Pizie (http://sae2007.dsm.unipi.it/), w 2009 r. w Elche
(http://icio.umh.es/congresos/sae2009/), w 2011 r. w Trewirze (http://www.uni-
-trier.de/index.php?id=30789) oraz w Bangkoku w 2013 r. (http://www.math.sc.
chula.ac.th/math/www.math.sc.chula.ac.th/sae2013/index.html).

Konferencje, na ktorych omawiane sa zagadnienia estymacji dla matych ob-
szarow odbywaly si¢ tez w Polsce. Mam tu na mysli konferencje pt. Metoda
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reprezentacyjna w badaniach ekonomiczno-spotecznych, ktére organizuje
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach (zob. http://web2.ue katowice.pl/
/metoda/) Kongres Statystyki Polskiej zorganizowany w 2012 r. w Poznaniu
(http://www.stat.gov.pl/pts/kongres2012/) oraz cykl konferencji pt. Wielowy-
miarowa analiza statystyczna, ktore organizuje Uniwersytet +odzki
(http://www.msa.uni.lodz.pl/). Literatura dotyczaca estymacji dla matych obsza-
row zawiera obszerny material teoretyczny wraz z przykladami zastosowan, co
pozwala na wdrozenie opisywanych metod do praktyki statystyczne;j.

Metoda hierarchicznej estymacji bayesowskiej jest jedna z czesciej stosowa-
nych metod estymacji dla malych obszarow. O wzroscie zainteresowania ta
technika $wiadcza ukazujace sig ostatnio liczne publikacje, w tym prace doktor-
skie autorstwa M. Vogta (2010) i B. Liu (2009) oraz M. Karaganis (2009). Réw-
niez w Polsce dostgpna jest publikacja dotyczaca zastosowania metod hierar-
chicznych w estymacji dla malych obszarow autorstwa W. Niemiro oraz J. We-
sotowskiego (2010). Metoda ta zaktada znajomo$é¢ rozktadéow a priori f(A)

zarowno dla parametrow rozwazanego modelu, jak i rozkladow warunkowych
S (u,y|A) parametrow malych obszaréw u (przy zadanych warto$ciach parame-

trow modelu) z uwzglednieniem danych y pochodzacych z badania.
Wykorzystujac twierdzenie Bayesa mozna uzyska¢ rozklad a posteriori
S (uly). W prostych przypadkach rozktad taki mozna wyznaczy¢ analitycznie,

jednak bardziej ztozone przypadki wymagaja zastosowania specjalnych metod
MCMC (Markov Chain Monte Carlo — metoda Monte Carlo dla tancuchow
Markowa), ktore najczgsciej wykonywane sa numerycznie za pomocg tzw.
probnika Gibbsa.

HIERARCHICZNA ESTYMACJA BAYESOWSKA (HB) —
ZASTOSOWANIE DLA MAEYCH OBSZAROW

Przedstawimy teraz zatozenia dotyczace metody HB nieco dokladniej. Za-
16zmy, Zze musimy otrzymac nastepujacy rozktad a posteriori:

S)=[ 1 (wily)di (1)

Uzywajac wnioskowania bayesowskiego otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:

_ SO f(2)

gdzie f1(y) — rozktad brzegowy i ma postac:
A= [ 1 (u2) £ (2) dudi 3)
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Jak juz wspomniano, w konkretnych przypadkach do przeprowadzenia takich
obliczen potrzebna jest znajomos$¢ rozkladow a priori, ktore mozna uwzglednié
przy konstruowaniu modeli dla matych obszaréw. W rozwazanym przypadku
bierzemy pod uwage model dla matych obszarow typu A, czyli tzw. podstawo-
wy model poziomu obszaru, ktory ma postac:

6; =zT B+bv; +ei (4)
gdzie:
éi — estymator badanej cechy &; dla matego obszaru i, dla ktérej zachodzi
zalezno$¢ 0; =z! B+bv;,
z; — wektor zmiennych objasniajacych,
S — wektor wspotczynnikow regres;i,
b; — znane dodatnie stale,

y; — okresla blad modelu,
e; — okresla blad wynikajacy ze schematu losowania.

Zaktada si¢ ponadto czgsto, ze v; (i=1, 2, ...) sa niezaleznymi zmiennymi
o jednakowych rozktadach (independent, identically distributed — iid) o naste-
pujacych wlasno$ciach:

E,(vi)=0 Var(v)=07 (%)
gdzie:
E, — warto$¢ oczekiwana sktadnika v dla modelu,
Var — wariancja dla modelu.

Z kolei przy bledach wynikajacych ze schematu losowania (dla ocen bezpo-
$rednich) uwzglednia sig, ze:

E(ei|0[ ) =0 Var (ei|€,- ) =Y (6)

Przyjmuje sig, ze btedy szacunku dla ocen bezposrednich y; sa rowniez zna-
ne. Biorac pod uwage zatozenia (4)—(6) oraz przyjmujac, ze znany jest oprocz
parametréw rozktadéw ocen bezposrednich, w tym ich wariancji, takze rozktad
bledu modelu o2, ktory ma postaé odwrotnego rozktadu Gamma G '(a, b) o pa-

rametrach a 1 b (gdzie a jest wspotczynnikiem ksztattu, za§ b wspotczynnikiem
skali), mozemy zapisa¢ model hierarchiczny w nastgpujacej postaci:
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A ind
()6:|0:, 8,07 ~NOiyi) i=1,..m

(i) i 8,02 ITJN(Z,T/},b,?a&) i=1,..,m (7)
(iii) £ (B) <1
(iv)o2 ~G(a,b)

Rozwazamy tutaj przypadek znanego rozktadu zmiennej o oraz ,ptaskiego”
rozktadu a priori dla 5, dany przez f ()< 1. Ponadto zaktadamy, w odrdznieniu
od modelu (10.3.1) z podrecznika Rao, ze znana jest warto$¢ parametrow a
i b dla rozktadu o?, co naszym zdaniem jest dobrym przyblizeniem dla modelu
(10.3.3)" z podrecznika Rao. Wartosci tych parametréw moga by¢ wyznaczone
na podstawie empirycznego rozktadu ocen btgdow modelu pochodzacych z mo-
deli regresji liniowej. W tym przypadku bierzemy pod uwage identyczne co do
zmiennych objasniajacych modele dla powiatéw oraz zblizone co do zmiennosci
wartos$ci ocen zardwno ocen bezposrednich, jak i parametrow regresji liniowej
dla modelu. Mozna zatem sadzi¢, ze przyblizenie takie moze prowadzi¢ do po-
prawnych ocen a posteriori dla rozwazanego modelu.

Doda¢ nalezy, ze zgodnie z sugestia Rao’: gdy zaklada sie o 62, ze jest znane
oraz f(f)<1, podejscia HB oraz BLUP w warunkach normalnosci prowadzq do
identycznych estymacji punktowych oraz miar zmiennosci. Nalezy jednak zwro-
ci¢ uwage, ze model (10.3.1) u Rao nie uwzglednia w petni zmiennosci o2, co
skutkuje zgodnoscia, ale dla bardziej uproszczonych miar wariancji — zob. wy-
razenie (7.1.6) u Rao’. Zatem uwzglednienie tej zmiennosci prowadzi do ocen
zgodnych z szacunkami EBLUP (a wigc uwzgledniajacych pelna zmienno$é
modelu).

METODY MONTE CARLO DLA EANCUCHOW MARKOWA

Przyjmujac, ze = (,uT ,AT )T jest wektorem parametrow dla matych obsza-
roOw p oraz parametrow modelu A, nalezy zwrdci¢ uwage, ze dla bardziej zto-
zonych modeli, do ktérych zaliczy¢ mozna z pewno$cia model (7), wylosowanie
proby z tacznego rozktadu postaci (2) moze by¢ trudne ze wzgledu na zlozona
posta¢ mianownika fi(y)*. Zastosowanie w takim przypadku metody MCMC
pozwala na uniknigcie takich trudnosci. Konstruuje sig¢ tu tancuch Markowa
{#®, k=0,1,2, ...} taki, Ze rozklad 5(® jest zbiezny do rozktadu stacjonarnego

! Rao J. N. K. (2003), s. 240 i 241.
2 Tamze, s. 237.

3 Tamze, s. 117.

* Tamze, s. 224 1 225.
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tancucha Markowa, dla ktérego zachodzi zalezno$¢ f'(n|y)=(y). Stad, pomija-
jac poczatkowo wylosowane wartosci (w ramach tzw. symulacji wstepnej —
burn in, ktorej dlugos¢ wynosi d), otrzymujemy D zaleznych prob
7', ..,n@*P) wylosowanych na podstawie rozkladu celu f (n]y). Proba taka
jest niezalezna od punktu startowego #(°).

Kazda konstrukcja tancucha Markowa wymaga, aby prawdopodobienstwo
przejécia tancucha ze stanu 5*) w chwili k do stanu 5**!) w chwili k+1 miato
posta¢ P (nk+1 = ykt! |170 =n°,...,nk =n* ): P (nk+1 = ykt! |17k =yt ), czyli nie zale-

zato od ewolucji fancucha do chwili £. W takim przypadku spetniony musi by¢
warunek stacjonarnosci dla prawdopodobienstwa przejscia:

[ (") P kD)) iy ®) = (k4D (8)

Roéwnanie (8) pokazuje, ze jesli #¥) mozna uzyskaé¢ z z(), wtedy rowniez
#n**Y'mozna uzyska¢ z z(-). Konieczne jest réwniez, aby zapewnié, ze prawdo-
podobienstwo przej$cia w k krokach P(nk =y |I10 = 170) jest dla k—oo zbiezne
do rozktadu stacjonarnego z(7), niezaleznie od tego, jakiego dokonamy wybo-
ru dla #(9). Rozwazany tu tancuch powinien by¢ nieprzywiedlny (irreducible)
oraz nieperiodyczny (aperiodic). Nieprzywiedlnos¢ oznacza, ze dla wszystkich
punktéw poczatkowych 7(?) tancuch osiaga dowolny niepusty zbior przestrzeni

stanow z dodatnim prawdopodobienstwem. Nieperiodyczno$¢ oznacza, ze lan-
cuch nie powinien oscylowaé¢ miedzy roéznymi zbiorami stanow
W sposob periodyczny.

PROBNIK GIBBSA

Realizacje obliczeniowa metod MCMC mozna przeprowadzi¢ przy pomocy
tzw. probnika Gibbsa’. Zaktada on, ze ciag probek #%) uzyskujemy dzielac
wektor # na bloki #,...,n.. Bloki te moga zawiera¢ jeden lub wigce]
elementéow, przykladowo, w podstawowym modelu obszaru, w ktorym
w=(01,...,0,)" =0 oraz 1=(p7, o2 )T. W takim przypadku 7 moze sktada¢ sie
z nastepujacych blokow: =8, 12 =01, ..., fus1 =Om, Hms2 =032, Przy czym
r=m+2. Wymagane jest, aby znany byl nastepujacy zbior rozktadow warunko-

WyCh Glbbsa f(’]ll’/IZ seees Hrs y)a f(}/]2|’71a N3yeees Ny y)a ey f("]rl"]l seees =1, J/)
Probnik Gibbsa wykorzystuje prawdopodobienstwo warunkowe do skonstru-

owania jadra przejscia P(|) takiego, ze rozklad stacjonarny otrzymanego tan-

5Rao J. N. K. (2003), s. 225 i 226.
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cucha Markowa jest rowny 7(57)= f(n|y). Wynik ten jest konsekwencja faktu,
ze f(n)y)jest jednoznacznie okreslone przez zbior warunkow Gibbsa.

Algorytm Gibbsa mozna przedstawi¢ w nastgpujacych krokach:
V. .o, przyjmujac
k jako rowne 0. Mozna np. wybrac¢ jako punkty poczatkowe szacunki me-
toda REML (restricted maximum likelihood) dla parametréw modelu A

oraz szacunki EB (empirical Bayes) dla parametru g. Moga to by¢ jednak

0 — wybor punktu startowego ;1(0) dla komponentow #

dowolnie dobrane punkty;

1 — wygenerowanie 11("‘+1)=<17(1k+1), wes n(,k+l)) poprzez wylosowanie ;7(1k+1)’

korzystajac z rozkltadu f (;11‘ ;7(2]‘ ), s n(rk), y), nastgpnie trzeba wylosowac
71(2k+1) z rozktadu f(;yz‘n(lkﬂ), 77(3k), wes n(rk),y) az do 17(/”1) z rozktadu

Sl D, g%, y);

2 — przyjecie k = k+1 oraz powrot do kroku 1.

Kroki 1 1 2 okreslaja jeden cykl dla kazdego k. Sekwencja {77(/‘ )} wygenero-
wana przez probnik Gibbsa jest tancuchem Markowa ze stacjonarnym rozkta-

dem 7(n)= £ (n]y).

PRZYJETE ZALOZENIA DO MODELU HIERARCHICZNEGO,
W TYM PRZYJETE PARAMETRY ROZKEADOW

Tak jak juz pokazano w (7), model hierarchiczny powinien zawiera¢ kilka
zatozen dotyczacych rozktadéw a priori uwzglgdniajacych zaréwno schemat
losowania, przyjety model objasniajacy zjawisko oraz jego zmienno$¢. W opra-
cowaniu tym rozwazane sa szacunki dla matych obszar6w — powiatow. Ozna-
cza to konieczno$¢ pokonania kilku trudnosci, ktére wynikaja m.in. z niedosta-
tecznej wielkosci proby. Szacunki bezposrednie (w tym ich blad estymacji) wy-
znaczono stosujac specyficzng technike, ktora zaktadata okreslenie btedow sza-
cunku z uzyciem metody potprob zrownowazonych (BRR — balanced repeated
replication) tam, gdzie zastosowanie tej metody jest mozliwe oraz techniki boot-
strap, w przypadku gdy nie da si¢ zastosowa¢ metody BRR.

Technike BRR stosowano, gdy dostepne byly dwie podproby dla konkretnego
powiatu. Sytuacja taka zachodzi zwykle w przypadku wigkszych powiatow, dla
ktorych dostepna jest proba o wigkszej liczebnosci. W sytuacji kiedy nie mozna byto
wyodrebni¢ takich podpréb, stosowano prosta metode bootstrap w analogiczny spo-
sob do metody opisanej w podreczniku Woltera®. W przeprowadzeniu takich obli-

% Wolter K. M. (2007), s. 214—217.
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czen dobierano kazda z prob bootstrapowych niezaleznie (jest to jeden z warunkow
poprawnego przeprowadzenia takich obliczen), zas liczba wylosowanych prob boot-
strapowych byta réwna 500, co jest warto$cia czgsto stosowana w praktyce.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze w przypadku kiedy stosuje si¢ zasade bootstrap dla
matych prob, ocena zgodnosci szacunkoéw z rzeczywistym bigdem szacunku moze
by¢ problematyczna’, gdyz brak jest odpowiedniej teorii, ktora wystarczajaco obja-
$niataby takie szacunki. Dlatego obliczenia, ktore tutaj przedstawiono moga mieé
przyblizony charakter. Przeprowadzona wcze$niej analiza tej metody (Kubacki i in.,
2011%; Kubacki, Jedrzejczak, 2012%) wykazata skutecznosé takiego podejécia. Po-
réwnanie szacunkow bootstrapowych oraz otrzymanych z uzyciem innych metod,
w tym metody linearyzacji Taylora, wskazato na zgodno$¢ obydwu tych metod.
Metoda BRR jest stosowana obecnie w BBGD do okreslenia precyzji szacunkow'.

Rozwazono nastepujace zmienne okreslajace kilka kategorii dochodu, wyzna-
czono na podstawie BBGD:

* rozporzadzalny,

* 7 pracy najemne;j,

» z pracy na wlasny rachunek,

* ze $wiadczen z ubezpieczen spotecznych,
* zemerytur,

+ zrent z tytulu niezdolnosci do pracy,

* z rent rodzinnych,

* ze $wiadczen z pomocy spotecznej,

+ z zasitkéw dla bezrobotnych.

Zmiennymi objasniajacymi w modelu regresji byly zmienne pochodzace
z rejestru POLTAX, okreslajace nastgpujace kategorie dochodu:

1) przychod z wynagrodzenia ze stosunku: pracy, stuzbowego, spotdzielczego itp.,

2) przychod z emerytury — renty krajowej, zagranicznej, renty strukturalnej itp.,

3) przychdd z dziatalno$ci wykonywanej osobiscie,

4) przychod z praw majatkowych,

5) przychdd z najmu, podnajmu lub dzierzawy,

6) przychdd z pozostatych zrodet,

7) przychéd z dziatdw specjalnych produkcji rolnej,

8) odliczenia od dochodu (przychodu) sktadek na ubezpieczenia spoteczne,

9) odliczenia od podatku (ryczattu) sktadki na powszechne ubezpieczenie zdro-
wotne.

Zmienne 5), 6) i 7) byly przedstawione w postaci sumy. Dane te zostaly za-
gregowane na poziomie powiatow, a nastgpnie wyznaczono wskazniki $rednich
dochodow z wymienionych zrodet dzielac sumy dla powiatéw przez liczbg 0sob
faktycznie zamieszkatych w danym powiecie. Wszystkie tak okre§lone zmienne

7 Tamze, s. 217.
8 Strona 69 i 70.
? Strona 58—69.
19 Metodologia... (2011),s. 15 —17.
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objasniajace wykorzystywano w modelach dla zmiennych z BBGD. Nie oznacza
to jednak, ze liczba rozwazanych zmiennych objasniajacych nie mogtaby zosta¢
uzupetniona np. o dane z ZUS lub z urzedéw pracy. Mozna to jednak potrakto-
wac jako kolejna propozycje badawcza, tym bardziej ze tylko czg¢§¢ zmiennych
z rejestru POLTAX odpowiada, co do okreslenia, zmiennym z BBGD. Moze to
ostabia¢ zgodno$¢ modeli dla matych obszarow z danymi empirycznymi.
Parametry rozktadu (iv) w modelu (7) wyznaczono okreslajac wartos¢ wspot-
czynnikow ksztattu i wspotczynnika skali z wykorzystaniem rozktadu empirycz-
nego, uzyskanego na podstawie btedu modelu dla regresji liniowej. Przyktad ta-
kiego rozktadu pokazano na wykr. 1, przedstawiono rozktad btedu modelu otrzy-

UIYON 2
manego z regresji liniowej za pomoca wzoru o2 =1/(m— p)Z(@i —z! ,B) , przy
i=l
czym m oznacza liczbg powiatow w modelu, p oznacza liczbg parametrow w row-

A 2
naniu regresji, za$ (Hi —zr ﬂ) oznacza kwadrat reszty dla jednostki o indeksie i
z rdwnania regresji. Zaprezentowany histogram dotyczy odwrotnoéci wielkosci 2.

Wykr. 1. ROZKEAD EMPIRYCZNY BLEDU MODELU UZYSKANY NA PODSTAWIE
MODELI REGRESJI LINIOWEJ DLA DOCHODU ROZPORZADZALNEGO
W POWIATACH Z UZYCIEM DANYCH Z BBGD ORAZ ZMIENNYCH
Z REJESTRU POLTAX W LATACH 2003 I 2004 (dopasowanie — rozklad gamma)

liczba obserwacji

<0 0,000025  0,000075  0,000125  0,000175  0,000225  0,000275 >0,000275

odwrotno$¢ wariancji bledu modelu (wariancji reszt)

Z 16 dto: obliczenia whasne.
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REALIZACJA MODELU HIERARCHICZNEGO W PROGRAMIE WinBUGS

W obliczeniach wykorzystywano programy WinBUGS'' oraz R-project'’
(w tym moduty R2WinBUGS", coda'* i MASS). Specjalnie przygotowane ma-
kro w systemie R-project stuzylo jako lacznik pozwalajacy na wczytywanie
danych, wykonywanie na ich podstawie niezbednych obliczen (w tym symulacji
z uzyciem programu WinBUGS) oraz ich automatyczng wizualizacjg.

Makro w systemie R-project ma (w uproszczeniu) posta¢ nastepujaca:

# okreslenie parametréw modelu:

model HB <- paste(”C:/Documents and Settings/PTS/Moje dokumenty/model kongres_demo.txt”,
sep="")

infilel <- ”codal.txt”

infile2 <- ”coda2.txt”

indfile <- ”codaindex.txt”

burn_in <- 3000

zmienna <- ”” dochg”

a0 <- dochg_shape

b0 <- dochg_rate

data <- list(N=N, Y=Y, tau=tau, A=A, B=B, C=C, D=D, E=E, F=F, G=G, a0=a0, b0=b0)
model <-Im(Y~1+A+B+C+D+E+F+QG)

mod_smry <- summary(model)

alpha <- as.vector(mod_smry$coefficients[,1])

sigma_2 <- (mod_smry$sigma)*(mod_smry$sigma)

precu <- 1/sigma_2

u <- vector(mode = “numeric”, length = N)

inits <- list(list(alpha=alpha, precu=precu, u=u),list(alpha=alpha, precu=precu, u=u))
parameters <- ¢(’mu”, ” alpha”, ’precu”, ’u”)

# symulacja - wywotanie programu WinBUGS i wezytywanie wynikow wg formatu coda
sim_HB <- bugs(data, inits, parameters, model HB,n.chains=2, n.burnin = 1, n.iter=10000, n.thin = 1,
codaPkg=TRUE)

results1 <- read.coda(infilel, indfile, 2, 10000, 1)

results2 <- read.coda(infile2, indfile, 2, 10000, 1)

W szacunkach uzyto schematu obliczeniowego stosowanego rowniez we
wczesniejszych pracach na temat wykorzystania metod hierarchicznych w sza-
cunkach dla matych obszarow. Wspomnie¢ tu mozna dwie prace, ktore opraco-
wali V. Gomez-Rubio (2008)"* oraz M. Vogt (2010)'®. W tym przypadku oceny
Y[p] dotycza ocen na podstawie estymacji bezposredniej wraz z ocena btedu
oceny bezposredniej fau[p], wartosci od A[p] do G[p] okreslone sa przez warto-

! Spiegelhalter D. J. i in. (2003).

2 Venables W. N., Ripley B. D. (2002).
13 Sturtz S., Ligges U., Gelman A. (2005).
' Plummer M. i in. (2006).

15 Strona 10.

16 Strona 134.
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$ci zmiennych objasniajacych z modelu, za$ parametry a0 i b0 pochodza z roz-
ktadu empirycznego a priori uzyskanego na podstawie rozktadu bledu modelu
dla regresji liniowej. Oto schemat obliczeniowy:

model
{
for(pin1:N) {
Y[p] ~ dnorm(mufp], tau[p])
mu[p] <- alpha[l] + alpha[2] * A[p] + alpha[3] * B[p] + alpha[4] * C[p] + alpha[5] * D[p] + al-
pha[6] * E[p] + alpha[7] * F[p] + alpha[8] * G[p] + u[p]
u[p] ~ dnorm(0, precu)
¥
precu ~ dgamma (a0,b0)

alpha[1] ~ dflat()
alpha[2] ~ dflat()
alpha[3] ~ dflat()
alpha[4] ~ dflat()
alpha[5] ~ dflat()
alpha[6] ~ dflat()
alpha[7] ~ dflat()
alpha[8] ~ dflat()

sigmau<-1/precu

Diagnostyka zbieznosci oparta na wyjsciu MCMC dla {n(k )} jest czgsto sto-

sowana w praktyce w celu okreslenia dtugosci symulacji wstepnej d. Popularna
jest obecnie miara diagnostyczna oparta na wielokrotnych przebiegach oraz kla-
sycznej analizie wariancji'’.

Zatozmy, ze h(n) okresla skalarng miare #, np. A(y)=u;, czyli $rednia dla
i-tego matego obszaru. Oznaczajac warto$¢ A(n) dla I-tego przebiegu (zaktada-
my, ze skonstruowane sa przynajmniej 2 przebiegi obliczeniowe, w ogdlnosci
jestich L) jako hj4i1, ..., hiag; [=1, ..., L, obliczamy wariancj¢ migdzy przebie-

L
gami (between-run variance) B=d Z(hl. —h..)2 /(L—1) oraz wariancje wewnatrz
=1
L 2d — v
przebiegu (within-run variance) W=Y Y (i —m.) /[L(d-1)], gdzie

=1 k=d+1
hy. = Zhlk /d oraz h..= z h./L. Uzywajac dwu komponentow wariancyjnych
k /

B oraz W mozna okresli¢ szacunek wariancji 4(r7) w docelowym rozktadzie jako:
s_d-1 1
V==—W+=B
p J ©)

17 Gelman A., Rubin D. B. (1992), s. 457—472.
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Wykr. 2. ROZRZUT DLA SZACUNKOW DOCHODU ROZPORZADZALNEGO
NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH
Z REJESTRU POLTAX W 2003 R. DLA POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM
OSZACOWANE Z UZYCIEM ESTYMATORA BEZPOSREDNIEGO (punkty
czarne), EBLUP-REML (punkty czerwone), UPROSZCZONEJ ESTYMACJI EB
(punkty zielone) ORAZ HIERARCHICZNEGO ESTYMATORA
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Z 16 dto:jak przy wykr. 1.
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Wykr. 3. ROZKEAD SZACUNKOW Z MODELU DLA DOCHODU

ROZPORZADZALNEGO NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD

ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH Z REJESTRU POLTAX W 2003 R.
DLA POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM OTRZYMANE

W DRODZE SYMULACJI METODA MCMC Z UZYCIEM PROBNIKA GIBBSA
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Wykr. 4. DIAGNOSTYCZNA AUTOKORELACJA SZACUNKOW Z MODELU
DLA DOCHODU ROZPORZADZALNEGO NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD
ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH Z REJESTRU POLTAX W 2003 R.
WEDLUG POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM OTRZYMANE W DRODZE

SYMULACJI METODA MCMC Z UZYCIEM PROBNIKA GIBBSA
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Wykr. 5. DIAGNOSTYKA GRB SZACUNKOW Z MODELU DLA DOCHODU
ROZPORZADZALNEGO NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD
ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH Z REJESTRU POLTAX W 2003 R.
WEDLUG POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM OTRZYMANE
Z UZYCIEM PROBNIKA GIBBSA
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Wykr. 6. DIAGNOSTYKA GRB SZACUNKOW BLEDOW MODELU (skladniki losowe v;)
DLA DOCHODU ROZPORZADZALNEGO NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD
ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH Z REJESTRU POLTAX W 2003 R.
DLA POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM OTRZYMANE W DRODZE
SYMULACJI METODA MCMC Z UZYCIEM PROBNIKA GIBBSA
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Wykr. 7. ROZKEAD BLEDU MODELU (odwrotno$¢ bledu modelu 5,2) UZYSKANY

NA PODSTAWIE SYMULACJI METODA MCMC Z UZYCIEM PROBNIKA
GIBBSA ORAZ DANYCH Z BBGD I ZMIENNYCH Z REJESTRU POLTAX
DLA WOJ. MALOPOLSKIEGO W 2003 R. (dopasowanie — rozklad gamma)

Dochéd rozporzadzalny
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Zr6dto: jak przy wykr. 1.
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Wykr. 8. ROZKEAD WZGLEDNEGO BLEDU SZACUNKU DLA ESTYMATORA
BEZPOSREDNIEGO ORAZ DLA ESTYMATOROW EB, EBLUP
(wariant REML) i HB DLA DOCHODU ROZPORZADZALNEGO
W POWIATACH NA PODSTAWIE BBGD ORAZ DANYCH
Z SYSTEMU POLTAX DLA LAT 2003 I 2004
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Wykr. 9. ROZKEAD REDUKCJI WZGLEDNEGO BLEDU SZACUNKU
DLA ESTYMATOROW EB, EBLUP (wariant REML) I HB DLA DOCHODU
ROZPORZADZALNEGO W POWIATACH NA PODSTAWIE BBGD

ORAZ DANYCH Z SYSTEMU POLTAX W LATACH 2003 I 2004
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Estymator docelowej wariancji V parametrow uzywanych w modelu (np. u
lub v) przeszacowuje warto$é¢ V, przyjmujac, ze poczatkowy rozrzut dla przy-
biegow od 1 do L jest zbyt duzy, ale w warunkach stacjonarnosci'® jest nieobcia-
zony (jesli poczatkowy rozktad odpowiada rozktadowi docelowemu). Stosujac t¢
druga wlasnos¢ mozna obliczy¢ czynnik ,,potencjalnej redukcji skali” (potential
scale reduction factor):

Jesli osiagnigta jest zbieznos¢, R bedzie bliskie 1. W przeciwnym przypadku
R bedzie znaczaco wigksze niz 1, co moze sugerowac, ze nalezy zwigkszy¢ dhu-

go$¢ okresu burn-in d. Konieczne zatem jest wyznaczenie R dla skalarnych
parametréw, np. dla $rednich i dla matych obszaréw u;.

Wykresy dla autokorelacji pokazuja korelacje miedzy zmienna #* oraz kazda
ze zmiennych 7™ (gdzie ¢ wskazuje na opodznienie wzgledem elementu k)
w analizowanym tancuchu. Korelacja dla opdznienia ¢ wyrazona jest zaleznoscia
Corr(n®, ). Brak autokorelacji oznacza na wykresie, ze dla t = 0 mamy ko-
relacje rowna 1, za$ dla kolejnych wartosci op6znien wartosci te sa bliskie zeru.
W rozwazanych przyktadach zazwyczaj kolejne wartosci opdznien wiaza sig

z coraz mniejsza wartocia zaleznosci Corr(n®, n*™).

WYNIKI OBLICZEN I ICH DYSKUSJA

Jak wspomniano wcze$niej, oceny z modelu dla estymatora HB maja (w przy-
padku uwzglednienia zatozen dla modelu (7) zblizona posta¢ do estymatora
EBLUP i to zaréwno jesli chodzi o oceny punktowe, jak i oceny btgdow sza-
cunku. Zastosowana metoda pozwala ponadto na uzyskanie wzglednie stabilne-
go przebiegu symulacji. Rozktady wspotczynnikéw modelu liniowego, jak row-
niez oceny samych parametréow u (wykr. 3) maja w niemal wszystkich przypad-
kach charakter normalny, za$ rozktad parametru o zachowuje odwrotny roz-

ktad Gamma (wykr. 7). Normalny jest rowniez dla przewazajacych przypadkow
rozktad btedow modelu. Poza tym przebieg symulacji zazwyczaj nie wykazuje
autokorelacji (wykr. 4) i zachowuje stabilno$¢ praktycznie juz od samego po-
czatku przebiegu (wykr. 5). Przedstawimy zatem wyniki dla woj. matopolskiego.

Pewna cecha szczegdlna w pokazanym przypadku jest istnienie widocznej
autokorelacji szacunkow btedow z modelu dla czgs$ci powiatéw. Jest to szcze-
gdlnie widoczne w ocenach miast na prawie powiatow (Krakowa i Tarnowa).
Wiaze si¢ to z do$¢ niska wartoscia btedu dla szacunku bezposredniego w po-
rownaniu z podobnymi przebiegami w przypadku innych powiatéw. Takie za-

'8 Gelman A., Rubin D. B. (1992), s. 461.
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chowanie si¢ symulacji MCMC jest tez obserwowane czasami dla innych
zmiennych 1 modeli dla innych wojewddztw. Istnienie tej autokorelacji nie
zmienia jednak w istotny sposob poziomu btedu ocen (REE), cho¢ zmienia, ale
dos¢ rzadko w wyrazny sposob, rozklad sktadnikow losowych (parametry u
w schemacie obliczeniowym). Ponadto zazwyczaj z testow diagnostycznych
zbiezno$ci symulacji (test Gelmana-Rubina-Brooksa — GRB) wynika rowniez,
ze jej przebieg zachowuje zbiezno$¢. Jest to szczegdlnie widoczne dla ocen
parametréw z modelu (zmienne m, u — wykr. 5), a takze dla sktadnikow loso-
wych modelu (zmienna v odpowiadajaca w schemacie obliczeniowym zmien-
nej u — wykr. 6), cho¢ tutaj zalezno$¢ jest stabsza i petna zbieznos¢ osiaga sie
dla dtuzszego okresu. Jednak zazwyczaj i w tym przypadku wartos¢ statystyki
GRB osiaga wartos$ci bliskie 1 juz po 2—3 tys. iteracji (co wiaze sig z istnieniem
autokorelacji). Ostatecznie jednak po 5—7 tys. iteracji nawet przebiegi z autoko-
relacja dla sktadnikéw losowych stabilizuja sig, co widoczne jest na wykr. 6.

TABL. 1. WARTOSCI OSZACOWAN DOCHODU ROZPORZADZALNEGO NA OSOBE
NA PODSTAWIE BBGD ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH
NA PODSTAWIE REJESTRU POLTAX DLA 2003 R. I POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM,
WRAZ Z OCENA PRECYZJI SZACUNKOW (wzgledny blad szacunku w %),
A TAKZE REDUKCJA WZGLEDNEGO BLEDU SZACUNKU,
OSZACOWANE Z UZYCIEM ESTYMATORA BEZPOSREDNIEGO
ORAZ METODY EBLUP STOSUJACEJ TECHNIKE REML

Dochéd rozporzadzalny
Powiaty szacunki bezposrednie szacunki dla metody EBLUP redukeia
ocena btad REE ocena btad REE REEJ
parametru | szacunku w % parametru | szacunku w %
Bochenski ......c.cccoeeueee 518,43 33,13 6,39 525,14 31,79 6,05 1,056
Brzeski .... 418,25 32,80 7,84 436,81 31,77 7,27 1,078
Chrzanowski .. 734,24 22,09 3,01 734,63 22,26 3,03 0,993
Dabrowski ........ccceeuene. 553,59 106,13 19,17 480,11 66,72 13,90 1,379
Gorlicki ...cooeureirieieanns 460,38 14,97 3,25 464,59 15,06 3,24 1,003
Krakowski . 617,31 22,41 3,63 623,05 22,17 3,56 1,020
Limanowski ... 576,63 69,00 11,97 527,75 53,08 10,06 1,190
Miechowski ... 538,66 7,31 1,36 539,06 7,31 1,36 1,001
Myslenicki ... 475,63 36,64 7,70 494,48 34,97 7,07 1,089
Nowosadecki ............... 540,52 27,76 5,14 529,10 27,26 5,15 0,997
Nowotarski .... 525,31 34,79 6,62 514,30 33,22 6,46 1,025
Olkuski ... 675,92 84,13 12,45 675,93 66,35 9,82 1,268
Oswigeimski .. 732,83 30,13 4,11 726,44 29,82 4,10 1,002
Proszowicki .......c..c...... 611,29 56,11 9,18 582,99 49,62 8,51 1,078
Suski c.covrereneicies 666,01 51,49 7,73 615,90 44,93 7,30 1,060
Tarnowski .. 427,53 26,72 6,25 431,84 27,52 6,37 0,981
Tatrzanski ........ccoeeeeee. 529,82 4591 8,67 531,46 44,27 8,33 1,040
Wadowicki ..c.cccovuennee 530,13 62,80 11,85 554,40 50,37 9,09 1,304
Wielicki ..ooevvvevnieeenene. 736,62 68,03 9,24 700,67 56,16 8,02 1,152
M. Krakow ......oeueueeee 876,75 1,03 0,12 876,74 1,03 0,12 1,000
M. Tarndw ........c.c...... 713,46 1,84 0,26 713,46 1,84 0,26 1,000

Z 16 dto: obliczenia wiasne.
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TABL. 2. WARTOSCI OSZACOWAN DOCHODU ROZPORZADZALNEGO
NA OSOBE NA PODSTAWIE BBGD ORAZ WYBRANYCH ZMIENNYCH
NA PODSTAWIE REJESTRU POLTAX DLA 2003 R. I POWIATOW W WOJ. MALOPOLSKIM,
WRAZ Z OCENA PRECYZJI SZACUNKOW (wzgledny blad szacunku w %),
A TAKZE REDUKCJA WZGLEDNEGO BLEDU SZACUNKU,
OSZACOWANE Z UZYCIEM ESTYMATORA BEZPOSREDNIEGO
ORAZ METODY HIERARCHICZNEJ ESTYMACJI BAYESOWSKIEJ (HB)

Dochéd rozporzadzalny
Powiaty szacunki bezposrednie szacunki dla metody HB redukeia
ocena blad REE ocena btad REE REEJ
parametru szacunku w % parametru szacunku w %
Bochenski ........cccoueuenee. 518,43 33,13 6,39 523,74 31,28 5,97 1,070
Brzeski ....... 418,25 32,80 7,84 432,23 30,96 7,16 1,095
Chrzanowski .. 734,24 22,09 3,01 734,15 21,90 2,98 1,009
Dabrowski . 553,59 106,13 19,17 490,32 71,80 14,64 1,309
Gorlicki ..... 460,38 14,97 3,25 463,79 15,02 3,24 1,004
Krakowski . 617,31 22,41 3,63 622,27 21,81 3,51 1,035
Limanowski ... 576,63 69,00 11,97 536,88 54,61 10,17 1,176
Miechowski ... 538,66 7,31 1,36 538,96 7,31 1,36 1,001
Myslenicki ..... 475,63 36,64 7,70 492,01 33,84 6,88 1,120
Nowosadecki . 540,52 27,76 5,14 531,27 26,97 5,08 1,012
Nowotarski .... 525,31 34,79 6,62 518,01 32,16 6,21 1,067
Olkuski ... 675,92 84,13 12,45 676,95 67,77 10,01 1,243
Oswigeimski .. 732,83 30,13 4,11 728,56 29,01 3,98 1,032
Proszowicki ... 611,29 56,11 9,18 593,89 49,39 8,32 1,104
RITE < SN 666,01 51,49 7,73 628,43 45,05 7,17 1,079
TarnowsKi «......cccveveneee. 427,53 26,72 6,25 429,27 26,25 6,12 1,022
Tatrzanski .. 529,82 45,91 8,67 530,19 42,90 8,09 1,071
Wadowicki 530,13 62,80 11,85 552,55 50,79 9,19 1,289
Wielicki ..oooovveneenenne 736,62 68,03 9,24 713,04 55,65 7,80 1,183
M. Krakow 876,75 1,03 0,12 876,75 1,03 0,12 1,004
M. Tarnéw 713,46 1,84 0,26 713,45 1,85 0,26 0,999

Z 16 d1o: obliczenia wiasne.

Podane zaleznosci dla symulacji metoda MCMC obserwowane sa tez w przy-
padku innych zmiennych niz dochéd rozporzadzalny, mimo ze niekiedy dopa-
sowanie modelu jest stabsze. Zachowanie normalnosci rozktadéow z symulacji
w takich przypadkach moze oznacza¢ tez, ze zatozenia dotyczace normalno$ci
rozkladow warunkowych ocen rozwazanych parametrow (w tym ) oraz ich

btedéw moga by¢ w praktyce spetnione. Moze to usprawiedliwia¢ zastosowanie
modelu (7) oraz metod EBLUP dla takich szacunkow, ktore czgsto takiego zato-
zenia o normalno$ci wymagaja. Trudno jednak sadzi¢, czy hipotezg t¢ mozna by
potwierdzi¢ empirycznie, tym bardziej ze w rzeczywistych badaniach obserwuje
si¢ zardbwno zmiang uwarunkowan spoteczno-ekonomicznych zwigzanych
z badaniem oraz zmiang poziomu samego zjawiska (np. wskutek zmian cen oraz
PKB). Stad obserwowane prawidlowosci moga dotyczy¢ Scisle tylko hipotetycz-
nych populacji, czgsto okreslanych jako superpopulacje, za$ ich postaé teore-
tyczna wyrazona modelem (7) oraz jego praktyczna realizacja moze by¢ raczej
przyblizeniem zaleznosci obserwowanych w rzeczywistos$ci.

41



Obliczenia przeprowadzone dla woj. matopolskiego wykazuja na ogdt male
roéznice migdzy wartosciami btedu szacunku dla metody EBLUP (pokazano tutaj
przyktad obliczen wykonanych dla metody REML z uzyciem pakietu SAE'")
oraz dla HB, podobnie dla wigkszosci pozostatych modeli, dla ktérych oceny
bledéw szacunku dla metody EBLUP oraz HB sa zblizone. Swiadczy o tym
porownanie rozktadu wzglednego bledu szacunku (REE) przedstawione na wy-
kresie 8. Istnieja jednak tutaj pewne roznice, o czym $wiadczy wykr. 9. Wida¢
tutaj, ze estymacja hierarchiczna daje z grubsza nieco wyzsza redukcj¢ REE niz
technika EBLUP. Metod¢ EBLUP wyr6znia jednak nieco bardziej ptaski prze-
bieg redukcji REE, co szczegdlnie widoczne jest dla uproszczonej empirycznej
estymacji bayesowskiej (naive EB).

Obserwowane dla innych wojewédztw roznice (Kubacki, 2012%°) mozna tez
objasni¢ stabszym dopasowaniem modelu do danych dla wigkszej liczby matych
obszaréw (powiatow). Jest to widoczne nawet w zakresie zwyklych modeli re-
gresji i dlatego moze stanowi¢ ograniczenie w stosowaniu metod takich, jak HB.
Nalezy jednak dodad, ze dla bardziej specyficznych zmiennych (np. dla modelu
dla rent rodzinnych lub zasitkéw dla bezrobotnych) modele hierarchiczne przed-
stawiane tutaj maja t¢ przewagg, ze nie obserwuje si¢ dla nich braku zbieznosci,
tak jak niekiedy widoczne jest to dla obliczen z uzyciem techniki EBLUP. Jest
to jednak nie tyle cecha modelu hierarchicznego, co doboru parametrow, gdyz
— jak sprawdzono empirycznie — inny, arbitralny zestaw parametréw rozktadu
Gamma (np. taki jak zaproponowany w pracy M. Vogta (2010)*', a=0,5,
b=0,0005) nie sprawdza si¢ w praktyce dla bardziej specyficznych zmien-
nych. W takim bowiem przypadku obserwowano czegsciej autokorelacje oraz
niekiedy brak stabilnosci przebiegu symulacji (np. oscylacje dla dluzszych prze-
biegdw). Zastosowanie zatem takiego bardziej ogdlnego podej$cia nie zawsze
jest skuteczne.

Nalezy dodac, ze tak przedstawiony dobor parametrow modelu jest mozliwy
tylko wtedy, gdy dysponuje si¢ wigksza liczba modeli o podobnych wtasno-
Sciach, jak w przypadku modeli dla powiatow w latach 2003 1 2004. W bardziej
specyficznych przypadkach (np. gdy rozwazany jest model dochodu rozporza-
dzalnego dla wojewo6dztw) dostgpnos¢ dostatecznie duzej liczby przypadkow
moze by¢ ograniczona. W takiej sytuacji przyjecie innej strategii niz opisana
moze by¢ uzasadnione. Jedno z takich podejs¢ (kiedy nie jest znane o) poka-

zano w czesci 10.3.3 podrecznika Rao®. By¢ moze poréwnanie obu tych metod
pozwolitoby na petniejsza oceng podejscia zaproponowanego w opracowaniu
oraz metody przyjetej u Rao 1 ewentualne rozstrzygnigeie, ktory z rozwazanych
wariantow jest wlasciwszy.

% Salvati N., Gomez-Rubio V. (2006).
20 Strona 269—271.

2! Strona 13.

22 Strona 240—243.
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Podsumowanie

W artykule wykazano przydatnos¢ szacunkéw wykonanych z uzyciem hierar-
chicznej estymacji bayesowskiej w przypadku znanych warto$ci hiperparame-
trow modelu. Pokazano istnienie zgodno$ci migdzy szacunkami z uzyciem takiej
metody oraz szacunkami z uzyciem innej techniki dla matych obszarow, w tym
metody EBLUP. Z uwagi na dobre wlasno$ci przedstawionych obliczen symula-
cyjnych (na ogét brak autokorelacji i stabilno$¢ symulacji) mozna sadzi¢, ze
podejscie takie moze znalez¢é zastosowanie praktyczne. Charakterystyczna jest
tez tutaj nieco wigksza efektywnos¢ obliczen dla techniki HB, cho¢ dla stabiej
dopasowanych modeli nie musi to by¢ reguta. Mankamentem jest jednak ko-
nieczno$¢ posiadania wstgpnego materialu empirycznego, dla ktérego wyzna-
czany jest rozklad parametru o,>. W przypadku modeli dla powiatow jest to jed-
nak mozliwe 1 moze by¢ korzystne ze wzgledow praktycznych.

dr Jan Kubacki — Urzqd Statystyczny w Lodzi
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SUMMARY

The author presents a method of hierarchical bayesian estimation to estimate
the value of the different income variables on the basis of studies of household
budgets and POLTAX tax register. Calculations have been made for the case
where approximately known a priori evaluation of hyperparameters used to
construct a conditional probability, which is used in the model. The author com-
pares the efficiency of the estimates obtained by using other hierarchical
methods of estimation for small areas, including the EBLUP estimators type.
This gave congruity in precision of the estimated parameters using both tech-
niques.
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PE3IOME

Cmamoes npedcmasisiem memoo 0aueco8CKOU UEPAPXULECKOU ICUMAyUU
01 OYeHKU 3HAueHus pasuvlx cmamell 00xo0a Ha ocHoge Obcredosanus
010021cemo6 domawHux xozsaucme u pesucmpa Hanoeos POLTAX. Hcuucnenus
ObLIU NPOBEOeHbL 01 CIYUYas, K020a AGISIOMCS NPUOTUSUNENLHO U36ECTHHBIMU
OYEeHKU cUNnepnapamempos a priori, UCnoIb308aHHble OJisl 00PA308aHUA YC06-
HOUL 8€POAMHOCMU UCNONIL308AHHOU 8 MOOEU.

B cmamve 6vi1u marxowce conocmasnenvl 3¢pexmusHocms oyeHoOK Nosy-
YEHHBIX 8 pe3Yabmame UCHONb30BAHUSL UEPAPXUHECKUX Memo008 C Opyeumu
Memooamu OYeHUBanuss O MAIbIX OOMIH, 8 mom yucie oyenox muna EBLUP
NONYYaAs cOOmMEemcmeue oYyeHoK MOYHOCMU NAPaAMempos OYeHUBAemMblx C UC-
NoAbL306aAHUEM 0DOUX MEXHUK.
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